2020 Variations des Fonctions

2nde

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

2h)

I Variations (séancel cours+exercices :

Activité introductrice(a compléter)

34
32
30
28
26
24

Voici le relevé des températures une certaine journée de juillet dans une ville du Rhone.

1. Dans quel créneaux horaires la température a-t-elle augmenté ? diminué ?

On note f la fonction qui a 'heure ¢ de la journée associe la température (en degrés).

2. Donner I'ensemble de définition de f: .................

3. (a) Comment évoluent les valeurs de f(t) lorsque ¢ augmente de 6 & 187
On dit que la fonction fest ....................... sur l'intervalle [6; 18].
(b) Compléter (avec >,< ou=): f(8) = ..... et f(12)= ..... donc 8...12 et f(8)... f(12).
On constate que f(8) et f(12) sont ....................... que 8 et 12.
4. (a) Comment évoluent les valeurs de f(t) lorsque ¢ augmente de 0 & 6 ?

On dit que la fonction f est sur l'intervalle [0; 6].

(b) Sil’on choisit deux réels a et b dans 'intervalle [0; 6], f(a) et f(b) sont ils rangés dans le méme

ordre que a et b7 ...

(c) Sur quel autre intervalle la fonction est-elle décroissante? .................

Définition 1 (a lire et compléter)

La fonction f est croissante sur [ signifie que : £(b)
Pour tous réels a et bde I, sia < b alors
Autrement dit, les nombres f(a) et f(b) sont rangés dans le méme ordre que a et b. f(a)

On dit que f conserve 'ordre.

La fonction f est décroissante sur [ signifie que : f(a)
Pour tous réels a et bde I, sia < b alors

Autrement dit, les nombres f(a) et f(b) sont rangés dans I'ordre inverse de a et b. f(b)
On dit que f change l'ordre.

nombre.

La fonction f est constante sur [ signifie que sur I, toutes les valeurs de f(z) restent égales au méme
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Définition 2 |

Si la fonction f ne change pas de sens de variation sur I on dit qu’elle est monotone.

Les variations d’une fonction sur son ensemble de définition sont souvent résumées dans un tableau appelé
tableau de variations.

Ezxemple 1 : : Dresser le tableau de variations de la fonction de ’activité introductrice.
Compléter par les fleches, toujours orientées vers la droite
x 0 6 18 24

24.5 335
f(z) 19 25

Le tableau est une version résumée de la courbe, les échelles ne sont pas respectées mais 'ordre des
nombres oui !

Ezemple 2 : f est une fonction définie sur [—3; 4] dont voici la courbe, dresser son tableau de variations.

Les variations d’une fonction sont souvent faciles a lire sur la représentation graphique. Elles peuvent
aussi étre démontrées par un calcul.

Exemple 3 :

1. Démontrons que la fonction f définie sur | — oo; +o00[ par f(z) = 2z — 3 est strictement croissante :
Pour tous réels a et b, sia <b

2a...2b
20 +3...26+3
fla)... f(b)
2. En vous inspirant de la question précédente, justifier que la fonction g définie sur | — oo; 00| par
g(x) = —bx — 2 est décroissante.

3. Conjecturer une régle pour donner les variations d’une fonction de la forme f(x) = mx + p.

Attention, il ne faut pas confondre le tableau de variations et le tableau de signe.

— La fonction est croissante lorsque la « courbe monte ». Cela se traduit par une fleche vers le haut
dans le tableau de variations.

— La fonction est positive lorsque la « courbe est au dessus de ’axe des abscisses ». Cela se traduit par
un + dans le tableau de signes.
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e Lire ’exercice corrigé :

Dresser un tableau de variations

f est une fonction définie sur [-2 ; 2], dont voici la courbe représentative tracée

dans un repére.

1. Décrire par des phrases les variations de la fonction f.

2. Dresser le tableau de variations de f.

Solution

I.fesr croissante sur [- 2 ; — 1], puis décroissante sur [ 1 ; 1]

et enfin croissante sur [1 : 2].

2. Son tableau de variations est le suivant. E ﬂ ﬂ E ﬁ

B - 2 -1 1 2

f _1/3\1/1

e Puis chercher :

m Associer a chaque courbe son tableau de variations.

©)

x| -2 3
2

f° s

®
x | 25 3
P,

<) ®
2 x | -25 3
A 4 72///71

FETIRIEE

Exercices

» T8 @ p. 220

Conseils & Méthodes

Pour décrire graphiquement les variations
d'une fonction, on repére sur I'axe des abscisses
chaque intervalle ol la courbe représentative

« monte » ou « descend ».

ﬂ Un tableau de variations comporte deux lignes, une
pour la variable x et I'autre pour les variations de f.

ﬂ Aux extrémités de la premiére ligne, on
trouve les bornes de l'ensemble de définition
de la fonction. Entre les bornes, on place les
éventuelles valeurs particuliéres pour lesquelles f
change de sens de variation.

m compléter le tableau de variations proposé
a partir de la représentation graphique suivante,

Le sens de variation de la fonction est indiqué
sur la seconde ligne par une ou plusieurs fleches
sur les intervalles ol elle est monotone : A pour
croissante et N pour décroissante.

E On indigue au bout des fleches les images des
valeurs de la premiére ligne,

On vérifie, lorsque cela est possible, la cohérence
entre le sens des fleches et la valeur des images.
Ici, on constate une augmentationde -1a 3,

ce qui est cohérent, puis une baisse de 3 a -1
etenfin une augmentationde-12a 1.

fhsssssssssssssassEsIsEEREREREES

m Pour chacune des courbes suivantes, établir le tableau
de variations des fonctions représentées.

x |4 a) b) NE]
i v — ...yl ~—-15 2L
2 ] Il 1 I X
4 2101 2
—1+
\: —t /\ 5
-332 -1 00 1 2 4 5
c) }_y d) 3
compléter le tableau de variations proposé 2+ 2+
a partir de la représentation graphique suivante. / \/\:/
= = 10 1 2 > 2 10| 1 2 -
f T~ 7 Tt -t
2 24 E fest une fonction dont voici le tableau de variations.
\ 1 x |-3 2 4
Il Il Il Il I o
3 10 4 3 4 7 2
3 1 2 3 4 f —_—

Indiquer sur quel intervalle f est croissante
et sur quel intervalle f est décroissante.
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Séance 2 (1h) : Encore des exercices sur les tableaux de variations...

e Lire I'exercice corrigé :
énoncé : f est une fonction dont voici le tableau de variations

T 0 2 4

1) Comparer f(0) et f(1)

2) Comparer f(2.5) et f(3)

3) Comparer f(1) et f(4.5)
correction :

1) Comparer f(0) et f(1)

Si on place les images de 0 (qui était déja placé) et 1 dans le tableau en respectant ’ordre :

T 0 1 2 4

5

4

6
\ » .

On constate qu’ils sont sur une portion ou la fonction est strictement décroissante donc f(0) > f(1)

2) Comparer f(2.5) et f(3)

Si on place les images de 2.5 et 3 dans le tableau en respectant l'ordre :

x 0 2 2.5 3 4

4 6

-2

N iC)

0

On constate qu’ils sont sur une portion ou la fonction est strictement croissante donc f(2.5) < f(3)

3) Comparer f(1) et f(4.5)

Si on place les images de 1 et 4.5 dans le tableau en respectant l'ordre :

T 0 1 2 4

On constate qu’ils ne sont pas sur un intervalle ot la fonction est

e Puis chercher :
B fest une fonction dont voici le tableau de variations. g est une fonction dont on connait le tableau de

variations.
-2 -1 3
ul x | -3 1 2 5
5 4 4 5
f \ / 9 T~ 3 T T3
-2 1. a) Donner le sens de variation de la fonction g sur I'in-
lest I | “finiti P tervalle [2 ; 5].
1. Quel est l'ensemble de définition de £ b) En déduire quel est le nombre le plus grand entre g (3)
2. Comparer f(0) et f(2). etg(4).
3. Comparer f(-2) et f (-1,5). 2. Sur le modeéle de la question précédente, comparer g (1)
etg(1,5).

3. Méme question pourg(-2) etg(0).
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monotone, on ne peut pas conclure!

“1. Voici le tableau de variations d’une fonction .

x | -2 0 1 7
5 4
f — T T T

Comparer si possible les nombres suivants en justifiant.
a)f(2) etf(4)
b) f(- 2) et f(-1)
2. Résoudre f(x) = 0.
On sait de plus que f(-1,5) = 4.
Résoudre f(x) < 4 et f(x) > 4.
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IT Extrema (séance 3 cours + exercices : 2h)

Activité introductrice(a compléter)
Une entreprise produit et vend des boules de Noél. Le prix de vente unitaire peut étre fixé entre 1 et 10
euros. En fonction de celui-ci, le nombre de ventes, donc la recette journaliére varient. Apres une étude de
marché, le gérant a modélisé la recette journaliere (en centaines d’euros) en fonction du prix de vente par
une fonction R dont voici la courbe représentative.

} e 1. Quelle est la recette journaliere pour un prix de vente de 9

euros 7

L e i e N i

sl SN . |

wol i N 2. (a) Quelle est la recette maximale ? Pour quel prix est-elle

| I I I I I I I I I I I I atteinte 7

B2 A i B e Ve S

300 /N ) )

Cos |/ N (b) Compléter : R a pour maximum 50 car, pour tout

B A N v €[0;10], on a f(2). ..

15l SR R U C’est ainsi que 1’on définit le maximum d’une fonction.

T [ A W 3. Une fonction g définie sur [—5; 5] a pour minimum 2 atteint

SN Tae=e

; S S S S SR Ecrire la traduction mathématique de cet énoncé sur le
1234567891011 modele de la question précédente.

r[ Définition 3 ]

Soit a et b deux réels de l'intervalle I,

— f admet en ¢ un maximum sur U'intervalle I signifie que :
Pour tout réel « de I, f(z)... f(a)

Autrement dit, f(a) est 'ordonnée du point la plus haut (s’il existe) de la courbe représentative de
f sur I.

— f admet en b un minimum sur 'intervalle I signifie que :
Pour tout réel z de I, f(z)... f(b)

Autrement dit, f(b) est 'ordonnée du point la plus bas (s'il existe) de la courbe représentative de f
sur 1.

Un extremum est un minimum ou un maximum.

Exemple 4 : Donner les extrema des fonctions f et g suivantes.
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Remarque : Une fonction peut ne pas avoir de maximum ou de minimum, en particulier lorsqu’elle est
définie sur un intervalle ouvert comme | — oo; +00]...
Exemple 5 :

La fonction carrée a pour
minimum 0 ( atteint

lorsque x = 0) mais n’a pas 2
q ane ) P La fonction définie par g(z) = ——
€ maximum. 14 2

maximum 2 (atteint en 0) mais n’a pas de minimum.
Sa courbe représentative se rapproche de 'axe des
abscisses sans 'atteindre.

sur R a pour

Rappel des variations des fonctions de référence

Fonction carré Fonction inverse Fonction racine carrée Fonction cube
1
x—x? X — X \/; x> a8
i
La fonction carré est La fonction inverse est | La fonction racine La fonction cube
décroissante sur [B— et | décroissante sur R*- et | carrée est croissante est croissante sur .
croissante sur R+, décroissante sur R* +. | sur R+.
x —co () Hoo 55 —c0 0 +oo o 0 +oo X - 00 +o0
xl—)x2\0/ x'_);\\\ xH\/; 0/ x> x3 /
¥y J Y g
4 2 4 2
X X
2 2 ;
=4 |- 2.4 -4 2/ 2] 4
A x
of 2747638 4P

Sur leurs ensembles de définition respectifs,
Les fonctions ........... et oo ont pour minimum 0 (atteint en 0) et n’ont pas de maximum.
Les fonctions ........... et n’ont ni minimum, ni maximum.

Les extrema d’une fonction sont souvent faciles a lire sur la représentation graphique ou le tableau de
variations. Ils peuvent aussi étre démontrés par un calcul.

Ezemple 6 : On souhaite étudier la fonction f(z) = 2% — 2z — 3 définie sur R.
1. Utiliser la calculatrice pour visualiser sa courbe et donner son tableau de variation.

2. Montrer que f(x) = (z — 1)? — 4. En déduire que pour tout z, f(z) > —4.
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correction de I’ezemple On souhaite étudier la fonction f(x) = 22 — 22 — 3 définie sur R.

1. Utiliser la calculatrice pour visualiser sa courbe et donner son tableau de variation.

2. Montrer que f(z) = (z —1
Pour tout z,

)2 — 4. En déduire que pour tout z, f(x) > —4.

(w—1)2—4 =

= z22-2z-3

= flx)

Or un carré est toujours positif, donc pour tout z,

(-1 > 0
(x—1)%-4 > —4
fl@) > —4

Exercices

m fet g sont des fonctions dont voici les courbes repré- fest une fonction dont voici le tableau de variations.

sentatives.

X

-4 1 3 6

f

0 \_3/1 \_5

1. Donner I'ensemble de définition de f.

2. Déterminer le minimum de fet la valeur de x pour laquelle
il est atteint.

3. Déterminer le maximum de f et la valeur de x pour la-
quelle il est atteint.

m fest une fonction dont voici le tableau de variations.

X

-4 -1 1 3 7

7

_4/4\_5/2\_1

1. fadmet-elle un maximum ? un minimum ? Si oui, pour

quelle(s) valeur(s) de x sont-ils atteints ?
2. Méme question pour la fonction g.

x | -4 3 6

f 1/5\_2

1. Donner l'ensemble de définition de f.

2. fadmet-elle un maximum ? Si oui, pour quelle(s) valeur(s)

de x est-il atteint ?

3. fadmet-elle un minimum ? Si oui, pour quelle(s) valeur(s)

de x est-il atteint ?

Séance finale :

1. Donner I'ensemble de définition de f.

2. Donner un encadrement de f(x) sur I'ensemble de dé-

finition def.
m fest une fonction dont voici le tableau de variations. 3. Léquation f(x) = 3 peut-elle avoir trois solutions ?

El fest une fonction dont voici le tableau de variations.

X

=5 -3 1 4

f

_4/3\1/7

1. Donner son ensemble de définition.

2. Donner un encadrement de f(x) lorsque x € [-5 ; - 3].

3. Donner un encadrement de f(x) lorsque x € [-3 ; 4.
4. Comparer si possible, les nombres suivants.

a) f(-4) et f(-3)

b) f(-2) et f(3)

QCM Bilan sur ’ENT

22 —2x+1—4

m 1.festune fonction paire définie sur [-3 ; 3] dont voici

I'ébauche de son tableau de variations.

Le recopier et le compléter.

I'ébauche de son tableau de variations.

2. g est une fonction impaire définie sur [-5 ; 5] dont voici

o -5 -1 0

Fl— L, 7

Le recopier et le compléter.

Pour chaque tableau de variations, déterminer si la
fonction représentée admet un maximum et/ou un mini-

mum avec les informations disponibles.
a)

x -0 0 9

f \8/

X - =3 5 + 0

g \_10/8\

x © -2 7 10

TN
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